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Problem 5. HorDu�i

Perica je na papiru nacrtao n horizontalnih du�i. Zatim je taj papir dao svom drugu
Jovici i zadao mu zadatak da prebroji sve du�i. Me�utim, ako se neke du�i preklapaju,
Jovica ne�e primetiti da su to razliqite du�i, ve� �e ih posmatrati kao jednu du�. Dve
du�i se preklapaju ako imaju bar jednu zajedniqku taqku.

Koliko du�i �e Jovica da prebroji?

Ulaz. (Ulazni podaci se uqitavaju na standardnog ulaza) Prvi red standardnog ulaza
sadr�i jedan prirodan broj n (1 ≤ n ≤ 100.000), broj du�i. U slede�ih n redova, nalaze se
po tri cela broja yi , xai , xbi (−1.000.000.000 ≤ yi, xai, xbi ≤ 1.000.000.000) koji oznaqavaju da
krajevi i-te du�i imaju koordinate (xai, yi) i (xbi, yi).

Izlaz. (Izlazne podaci se ispisuju na standardni izlaz) U prvi i jedini red standardnog
izlaza ispisati koliko du�i vidi Jovica.
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Ograniqeǌa. Vremensko ograniqeǌe: 1s; Memorijsko ograniqeǌe: 16MB

Rexeǌe i analiza. Ideja ovog problema je poznata i postoji dosta varijanti iste (neke
od ǌih �emo napomenuti kasnije). Me�utim, na kvalifikacijama se ovaj problem pokazao
kao solidno qvrst orah - proseqan broj bodova bio je svega oko 18, dok oko dve tre�ine
takmiqara nema pozitivan broj bodova na ǌemu.

Analizu problema �emo zapoqeti analizom datog primera (xto je uvek dobar poqetak pri
rexavaǌu). Na poqetku napomenimo da granice du�i u ulazu nisu sortirane (xa ne mora
biti maǌe od xb). U daǉem delu analize pretpostavǉamo da va�i poredak xa < xb, tj. da smo
ove vrednosti zamenili na samom ulazu ukoliko poredak nije bio dobar. Primer mo�emo
prikazati grafiqki kao na slici 1, pri qemu ovo nije bax realna situacija - odre�ene du�i
su malo spuxtene ili podignute kako bi se primetila mesta preklapaǌa. Rexeǌe, odnosno
du�i koje Jovica vidi su oznaqena u plavim oblacima.

Radi lakxeg opisa algoritma, skup du�i koje Jovica vidi kao jednu nazivamo grupom. Prvo
xto mo�emo primetiti, a xto se dalo i naslutiti, jeste da se du�i sa razliqitom y ko-
ordinatom nikada ne mogu na�i u istoj grupi odnosno preklopiti u nekoj taqki. Dakle, za
svako y problem mo�emo posmatrati nezavisno. Ovo je bitna i jako lepa qiǌenica jer smo
na osnovu ǌe problem sveli na du�i koje se nalaze na ”istoj visini”. Kako na�i du�i koje
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su na istoj visini? Trivijalno rexeǌe, koje naravno nije dobro, je da za svaku vrednost
y koordinate tra�imo du�i na ǌoj. Me�utim, boǉi pristup je da se du�i sortiraju po
y koordinatama. Ova ideja se sama name�e, jer na taj naqin dobijamo da se sve du�i na
istom nivou (ista y koordinata) nalaze jedna uz drugu. Kokretno, skup du�i sa istog nivoa
predstavǉa podniz sortiranog niza.

Slika 1. Grafiqki prikaz primera ”sa papira”.

Sortiraǌem du�i iz primera dobija se niz:

(3, 2, 8), (3, 3, 10), (3, 4, 8), (4, 1, 2), (7, 2, 5), (7, 5, 8), (7, 9, 12)

gde prime�ujemo da su du�i sa y = 3 koordinatom od prve do tre�e, da je du� sa indeksom
4 jedina sa y = 4 koordinatom, dok su du�i na nivou 7 od pete do sedme. Svaki od ovih
skupova du�i na istom nivou posmatramo posebno. Ovim smo dobili novi podproblem:

za date du�i na x-osi (odnosno istom nivou), na�i broj du�i koje Jovica vidi

Dakle, sada mo�emo posmatrati du�i sa krajevima (a1, b1), (a2, b2), . . . , (am, bm). Posmatrajmo
du�i (ai, bi) i (aj , bj) i pretpostavimo da one pripadaju jedno grupi du�i. Ako se one seku,
dobijamo da je du� koju one grade, odnosno ǌihova unija, zapravo (min{ai, aj},max{bi, bj}).
Primera radi, du�i (3, 5) i (4, 6) koje se seku grade du� (3, 6). Kako je potrebno na�i ove
”lance” du�i koje se preklapaju ili dodiruju, nekako sortiraǌe opet visi u vazduhu kao
kǉuqni korak. Ideju metode koju �emo ovde izneti je te�e objasniti ovako ”s neba pa u
rebra”. Zato �emo odmah poqeti sa opisom metode a na kraju prodiskutovati o ideji.

Definiximo novi niz x i paralelno sa ǌim niz open na slede�i naqin:

x[2k + 1] = ak, open[2k + 1] = 1

x[2k] = bk, open[2k] = −1

Drugim reqima, u niz x redom re�amo krajeve du�i a u nizu open plus i minus jedan. Kao
xto vidimo 1 oznaqava poqetak du�i a −1 ǌen kraj. Sada dolazi na redu sortiraǌe. Naime,
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sortiramo niz x u neopadaju�i poredak, a paralelno sa ǌim meǌamo i niz open (ovo mo�emo
posmatrati i kao strukturu koja ima x koordinatu i parametar open dok se sortiraǌe vrxi
upore�ivaǌem samo atributa x). Specijalan sluqaj je kada se dve du�i seku u jednoj taqki
odnosno kraj prve je poqetak druge. Tada u nizu x imamo dva iste vrednosti ali jednoj
odgovara +1 a drugoj −1 u nizu open. Zato uvodimo pravilo sotiraǌa da ukoliko su x
koordinate jednake tada se sortira po open ali tako da prvo ide +1 a zatim −1 (drugim
reqima nerastu�e po open). Kasnije �emo videti zaxto je ovo bitno (odnosno xta se meǌa
ukoliko se sortira samo po x koordinati).

Xta smo dobili na ovaj naqin? Ako se kre�emo po nizu x mi se zapravo kre�emo po krajevima
datih du�i ali u neopadaju�em poretku. Krajeve du�i �emo oslovǉavati sa poqetak i kraj,
respektivno. Ukoliko nai�emo na poqetak neke du�i, tada sve du�i na qiji poqetak nai�emo
pre zatvaraǌa ove du�i, pripadaju istoj grupi. Dakle ukoliko postoji neka du� koja jox
uvek nije zatvorena (nismo jox uvek naixli na ǌen kraj) tada sve du�i na koje nailazimo
pripadaju istoj grupi kao i ta ne zatvorena du�. U naxem sluqaju nije bitno koje du�i
pripadaju kojim grupama, tako da posledǌu reqenicu mo�emo prevesti kako: kraj neke du�i
je i kraj grupe ako i samo ako su sve du�i pre ǌe zatvorene.

Ovo nas navodi na slede�i algoritam:

• Inicijalizujmo broj grupa i broj otvorenih du�i na nula, odnosno numGroups = 0 i
numOpen = 0

• Redom se kre�emo po nizu x, a samim tim i po nizu open. Oznaqimo trenutni indeks u
ovim nizovima sa k.

– Ukoliko smo naixli na poqetak neke du�i, odnosno open[k] = 1, pove�avamo broj
otvorenih du�i za 1 tj. numOpen = numOpen+ 1.

– Ukoliko smo naixli na kraj neke du�i, odnosno open[k] = −1, broj otvorenih du�i
smaǌujemo za jedan tj. numOpen = numOpen − 1. Ako je ovo smaǌivaǌe dovelo do
toga da je numOpen = 0, tada smo zatvorili teku�u grupu i ukupan broj grupa
pove�avamo: numGropus = numGroups+ 1.

Slika 2. Primer za vrednosti open niza. Nakon sortiraǌa dobija se niz
open = (1, 1,−1, 1,−1,−1, 1, 1,−1, 1,−1,−1).

Zaxto smo na poqetku izabrali bax vrednosti +1 i −1 za elemente niza open? Logiqnije
bi bilo da smo za to iskoristili neki boolean niz (s obzirom da su nam potrebne samo dve
vrednosti) qime xtedimo memoriju. Me�utim, xta prime�ujemo u opisu algoritma: kada je
open[k] = 1 broj otvorenih du�i se pove�ava za jedan, a kada je negativan tada se smaǌuje za
jedan. Sada vidimo da za ovo ne moramo razlikovati sluqajeve, jednostavno mo�emo zapisati
samo numOpen = numOpen+ open[k]. Ovo je svakako elegantnije od granaǌa.

Ovde nalazimo i odgovor na pitaǌe sortiraǌa: zaxto sortiramo po x, a ukoliko su jednaki
onda po open? Naime, ukoliko bi neko zatvaraǌe bilo pre otvaraǌa, tada bi numOpen mogao
da postane nula i pre zatvaraǌa grupe. Primera radi, ukoliko imamo samo dve du�i (1, 2) i
(2, 3), tada bi imali da je (u ovom pogrexnom rezonovaǌu): x = (1, 2, 3, 4) i open = (1,−1, 1,−1).
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Sada bi imali da numOpen uzima vrednosti 1, 0, 1, 0, redom. Kako dva puta uzima vrednost
nula, dobili bi da je ukupan broj grupa 2, a zapravo je samo jedan. Zato niz open mora biti
sortiran kao: open = (1, 1,−1,−1).

Vratimo se na nax poqetni problem. Da li mi moramo posmatrati sve skupove du�i sa istim
y koordinatama zasebno? Ne moramo, jer �e svakako nakon zavrxetka du�i iz jednog nivoa,
broj otvorenih du�i biti nula, tako da mo�emo direktno nastaviti sa drugim skupom du�i.
Kako je taj drugi skup du�i odmah u nastavku niza (podsetimo se da su du�i sortirane prvo
po y) jednostavno ova podela po skupovima se implicitno rexava sortiraǌem.

Kada svu ovu priqu spojimo, dobijamo da je algoritam koji rexava ovaj problem dosta
jednostavan za implementiraǌe (iako to na prvi pogled ne deluje tako). Naime, defin-
iximo strukturu sa atributima (x, y, open). Za svaku du� sa ulaza, u niz p ovih strukutra
ubacujemo (xai, yi, 1) i (xbi, yi,−1). Zatim sortiramo ovaj niz prvo po y, za jednake y po x u
neopadaju�i poredak, a za jednake i x i y po open (monotonost pri sortiraǌu po y nije bitna).
Nakon toga se kre�emo po nizu i stalno inkrementiramo vrednost numOpen za vrednost open
iz strukture i brojimo koliko puta uzima vrednost nula.

Kako definisati kriterijum sortiraǌa? Naime, kao xto smo videli, niz qiji su elementi
opisane strukture treba sortirati po tri kriterijuma. Oznaqimo sa A i B dve instance
ove strukture. Tada kriterijum sortiraǌa mo�emo opisati kao:

(A.y < B.y) ∨ ((A.y == B.y) ∧ (A.x < B.x)) ∨ ((A.y == B.y) ∧ (A.x == B.x) ∧ (A.open > B.open))

Glavni deo implementacije (bez uqitavaǌa tj. inizijalizacije niza p) se mo�e iskodirati
u samo petnaestak linija koda:

int compare (const void * a, const void * b)
{

POINT A = *(POINT *)a;
POINT B = *(POINT *)b;
if ((A.y > B.y) || ((A.y == B.y) && (A.x > B.x)) || ((A.y == B.y) && (A.x == B.x) && (A.open < B.open)))

return 1;
return -1;

}

int solve()
{

int toReturn = 0;

qsort (p, 2 * n, sizeof(POINT), compare);

int numOpen = 0;
for (int i = 0; i < 2 * n; i++)
{

numOpen = numOpen + p [i].open;
if (numOpen == 0)

toReturn++;
}

return toReturn;
}

Slo�enost izlo�enog algoritma je O(n log n). Zaista, nakon sortiraǌa potreban je samo
jedan prolazak kroz niz. Memorijska slo�enost je linearna po n.

Napomena. Postoje mnoge varijante ovog problema. Neke od ǌih su (problemi su izlo�eni
u jednoj dimenziji):

• za date du�i na x-osi izraqunati ukupnu du�inu koje one prekrivaju;
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• za date du�i na x-osi na�i taqku koja pripada najve�em broju du�i (rexeǌe ove var-
ijante je maksimalna vrednost koju uzima numOpen);

• za date du�i na x-osi na�i one du�i koje pripadaju istoj grupi kao i data du� d;

Slika 3. Grafik broja osvojenih bodova svih takmiqara.
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